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Na tomto mı´steˇ bych chteˇl podeˇkovat sve´mu vedouc´ımu bakala´rˇske´ pra´ce panu
RNDr. Michaelu Kubesovi, Ph.D. za odborne´ veden´ı, ochotu, trpeˇlivost a rady, ktere´
mi velmi pomohly k napsa´n´ı te´to bakala´rˇske´ pra´ce.
Abstrakt
C´ılem te´to bakala´rˇske´ pra´ce je nale´zt alesponˇ jednu nekonecˇnou, dosud nezna´mou,
trˇ´ıdu housenek s pr˚umeˇrem 6, ktere´ faktorizuj´ı kompletn´ı graf K2n, kde n je liche´.
Zameˇrˇili jsme se na housenky s prˇesneˇ trˇemi vrcholy stupneˇ alesponˇ 3. Housenky
na 2n vrcholech, ktere´ zkouma´me, obsahuj´ı vrchol stupneˇ n (to je nejveˇtsˇ´ı stupenˇ
vrcholu, ktery´ jesˇteˇ umozˇnˇuje faktorizaci K2n) a vrchol stupneˇ 3. Soucˇa´st´ı pra´ce je
citace zna´my´ch vy´sledk˚u pro faktorizace kompletn´ıch graf˚u na housenky s pr˚umeˇrem
4 a 5, da´le citace nutny´ch podmı´nek a postacˇuj´ıc´ıch podmı´nek pro faktorizaci kom-
pletn´ıch graf˚u na kostry a jejich aplikace prˇi charakterizaci vybrane´ nekonecˇne´ trˇ´ıdy
housenek s pr˚umeˇrem 6.
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Abstract
The goal of this bachelor thesis is to find at least one unknown infinite class of
caterpillars with a diameter 6 that factorizes a complete graph of order 2n, where
n is odd. We focus into caterpillars with exactly three vertices of degree at least 3.
The caterpillars, which we investigate, contain a vertex of degree n (it is a maximum
degree of vertex that allows factorization of K2n) and a vertex of degree 3. A part
of the thesis is a citation of known results for factorizations of complete graphs into
caterpillars with diameters 4 and 5. Further included is a citation of necessary con-
ditions and sufficient conditions for factorizations of complete graphs into spanning
trees and their applications for characterization of chosen infinite class of caterpillars
with a diameter 6.
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31 U´vod
Faktorizace kompletn´ıch graf˚u na isomorfn´ı podgrafy je klasicke´ te´ma nejen teorie
graf˚u, ale take´ tzv. teorie design˚u. Toto te´ma je intenzivneˇ zkouma´no od sˇedesa´ty´ch
let minule´ho stolet´ı, avsˇak o faktorizac´ıch kompletn´ıch graf˚u se sudy´m pocˇtem vr-
chol˚u na isomorfn´ı kostry bylo jesˇteˇ doneda´vna zna´mo velmi ma´lo. (Pouze se veˇdeˇlo,
zˇe kompletn´ı graf faktorizuj´ı hamiltonovska´ cesta, dvojhveˇzda. Da´le existovala hy-
pote´za, zˇe kazˇda´ symetricka´ kostra faktorizuje kompletn´ı graf.) O nesymetricky´ch
kostra´ch nebylo zna´mo nic. V letech 2004-2011 se podarˇilo ty´mu (Kova´rˇ, Kova´rˇova´,
Kubesa) kolem prof. Froncˇka plneˇ charakterizovat kostry s nejvy´sˇe cˇtyrˇmi nelis-
tovy´mi vrcholy, ktere´ faktorizuj´ı cˇi nefaktorizuj´ı kompletn´ı grafy se sudy´m pocˇtem
vrchol˚u. Tato pra´ce prˇirozeneˇ navazuje na prˇedesˇle´ vy´sledky a zaby´va´ se faktoriza-
cemi kompletn´ıch graf˚u na neˇktere´ kostry s peˇti nelistovy´mi vrcholy.
42 U´vod do graf˚u
Abychom se mohli veˇnovat faktorizac´ım kompletn´ıch graf˚u na kostry, mus´ıme nejdrˇ´ıve
prˇipomenout za´kladn´ı pojmy teorie graf˚u. Veˇtsˇina definic v te´to kapitole je prˇevzata
ze skript profesora Froncˇeka [4].
2.1 Graf
2.1. Definice Graf G (take´ jednoduchy´ graf nebo obycˇejny´ graf) je usporˇa´dana´
dvojice V,E, kde V je nepra´zdna´ mnozˇina vrchol˚u a E je mnozˇina hran – mnozˇina
dvouprvkovy´ch podmnozˇin mnozˇiny V .
Mnozˇineˇ V grafu G rˇ´ıka´me vrcholova´ mnozˇina a znacˇ´ıme ji take´ V (G), chceme-li
zd˚uraznit, zˇe jde o vrcholovou mnozˇinu grafu G. Mnozˇineˇ E grafu G rˇ´ıka´me hra-
nova´ mnozˇina a mu˚zˇeme ji take´ znacˇit E(G), chceme-li zd˚uraznit, zˇe jde o hranovou
mnozˇinu grafu G. Graf G lze oznacˇit jako G(V,E), prˇipadneˇ G = (V,E). Grafy lze
zobrazovat takzvany´mi diagramy. Vrcholy grafu zobrazujeme pomoc´ı bod˚u v rovineˇ
(veˇtsˇinou pra´zdny´mi kolecˇky) a hrany pomoc´ı krˇivek. Kazˇda´ takova´ krˇivka spo-
juje dva body, ktery´mi zobrazujeme vrcholy. Hraneˇ, urcˇene´ dveˇma vrcholy, rˇ´ıka´me
hrana incidentn´ı s teˇmito vrcholy. Vrcholy, ktere´ urcˇuj´ı takovou hranu, oznacˇujeme
jako koncove´ vrcholy hrany. Vrcholy, jenzˇ jsou spojeny hranou, nazy´va´me vrcholy
sousedn´ı, v opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ jde o vrcholy nesousedn´ı cˇi neza´visle´.
K oznacˇen´ı hran pouzˇ´ıva´me nejcˇasteˇji p´ısmena e a f , vrcholy pak obvykle znacˇ´ıme
p´ısmeny u, v, x, y, z, . . .. Hranu e incidentn´ı s vrcholy u, v lze pak popsat bud’ jako
e = uv nebo jen uv. Uka´zku ma´me na obr. 1
Obr. 1: Prˇ´ıklad grafu
5Lze se take´ setkat s obecneˇjˇs´ımi definicemi graf˚u. U teˇchto graf˚u jsou povoleny
na´sobne´ hrany (mezi dveˇma vrcholy je v´ıce nezˇ jedna hrana) nebo smycˇky (koncove´
vrcholy hrany jsou identicke´). Tomuto typu graf˚u rˇ´ıka´me multigrafy. Naopak grafy,
ve ktery´ch nejsou smycˇky ani na´sobne´ hrany, rˇ´ıka´me jednoduche´ grafy. V te´to pra´ci
se budeme zaby´vat pouze jednoduchy´mi grafy.
2.2 Stupenˇ vrcholu a stupnˇova´ posloupnost
2.2. Definice Stupenˇ vrcholu v ∈ V (G) je pocˇet hran, se ktery´mi je vrchol v
incidentn´ı.
Stupenˇ vrcholu v grafu G znacˇ´ıme deg (v) nebo degG (v). Druhe´ oznacˇen´ı pouzˇije-
me, pokud chceme urcˇit, ke ktere´mu grafu se vrchol v vztahuje.
Nejmensˇ´ı stupenˇ vrcholu grafu G znacˇ´ıme δ(G) a δ(G) = min{deg(v) : v ∈
V (G)}. Nejveˇtˇs´ı stupenˇ vrcholu grafu G znacˇ´ıme ∆(G) a δ(G) = max{deg(v) : v ∈
V (G)}. Viz obr. 2.
Obr. 2: Graf G, kde deg(v1) = 2, deg(v2) = 4, deg(v3) = 4, deg(v4) = 6, deg(v5) =
3, deg(v6) = 4, deg(v7) = 5, deg(v8) = 4, δ(G) = 2,∆(G) = 6
2.3. Definice Necht’ V (G) = {v1, v2, . . . , vn} a d1 = deg v1 ≥ d2 = deg v2 ≥ · · · ≥
dn = deg vn. Potom posloupnost (d1, d2, . . . , dn) je stupnˇova´ posloupnost grafu G.
62.3 Za´kladn´ı tˇr´ıdy graf˚u
2.4. Definice Graf na n vrcholech, ktery´ obsahuje vsˇech

n
2

hran, se nazy´va´
kompletn´ı graf a znacˇ´ı se Kn.
2.5. Definice Meˇjme graf G na n vrcholech, n ≥ 3, a V (G) = {v1, v2, . . . , vn}.
Pokud E(G) = {vivi+1 : i = 1, 2, . . . , n − 1} ∪ {vnv1}, pak se graf G nazy´va´ cyklus
a znacˇ´ıme jej Cn. Cˇ´ıslo n je de´lka cyklu Cn.
2.6. Definice Meˇjme graf G na n vrcholech a V (G) = {v1, v2, . . . , vn}. Pokud
E(G) = {vivi+1 : i = 1, 2, . . . , n − 1}, pak se graf G nazy´va´ cesta a znacˇ´ıme ji Pn.
Cˇ´ıslo n je pocˇet vrchol˚u cesty Pn. Pocˇet hran n− 1 cesty Pn je de´lka cesty.
2.7. Definice Graf, ktery´ ma´ vrcholovou mnozˇinu rozdeˇlenou na dveˇ nepra´zdne´
disjunktn´ı podmnozˇiny M a N (|M | = m, |N | = n) a ktery´ obsahuje vsˇech m · n
hran uv tak, zˇe u ∈M a v ∈ N , nazy´va´me kompletn´ım bipartitn´ım grafem a znacˇ´ıme
jej Km,n.
Obr. 3: Prˇ´ıklady trˇ´ıd graf˚u
72.4 Podgrafy
2.8. Definice GrafH nazveme podgrafem grafuG, jestlizˇe V (H) ⊆ V (G) aE(H) ⊆
E(G).
2.9. Definice Podgraf F grafu G nazveme faktorem G, jestlizˇe V (F ) = V (G).
V prˇ´ıpadeˇ vlastn´ıho podgrafu H grafu G plat´ı, zˇe V ̸= V ′ nebo E ̸= E ′. Obsahuje-
li podgraf H grafu G vsˇechny hrany z E(G), ktere´ jsou incidentn´ı s vrcholy ve
vrcholve´ mnozˇineˇ V (H) ⊆ V (G), pak hovorˇ´ıme o indukovane´m podgrafu grafu G.
Uka´zky vid´ıme na obr. 4.
Obr. 4: Graf G a jeho: faktor F , podgraf H a indukovany´ podgraf I
82.5 Isomorfismus
2.10. Definice Isomorfismus graf˚u G a H je bijektivn´ı zobrazen´ı f : V (G) →
V (H), pro ktere´ plat´ı, zˇe kazˇde´ dva vrcholy u, v v grafu G jsou sousedn´ı pra´veˇ
tehdy, kdyzˇ jsou sousedn´ı jejich obrazy f(u), f(v) v grafuH. Isomorfn´ı grafy znacˇ´ıme
G ∼= H.
Z definice je patrne´, zˇe hledane´ zobrazen´ı zachova´va´ strukturu grafu G. Odtud,
je-li G ∼= H, pak diagramy mohou vypadat jinak, ale struktura je stejna´ (viz obr. 5).
Obr. 5: Isomorfn´ı grafy G a H s isomorfismem f(u1) = v1, f(u2) = v2, f(u3) =
v3, f(u4) = v10, f(u5) = v9, f(u6) = v5, f(u7) = v7, f(u8) = v4, f(u9) = v6, f(u10) =
v8
Jsou-li G ∼= H, pak:
• |V (G)| = |V (H)|.
• |E(G)| = |E(H)|.
• Maj´ı stejne´ stupnˇove´ posloupnosti.
• Obsahuje-li G podgraf N , pak H obsahuje podgraf N ′ isomorfn´ı s N .
Pozor, vy´sˇe uvedene´ podmı´nky jsou pouze nutne´. Tzn., nen´ı-li neˇktera´ z nich
splneˇna, pak G ̸∼= H. Jsou-li splneˇny, nic na´s neopravnˇuje tvrdit, zˇe G a H jsou
isomorfn´ı.
9Obr. 6: Prˇ´ıklad neisomorfn´ıch graf˚u G a H (G obsahuje C5 na rozd´ıl od H)
2.6 Sled, tah a cesta
2.11. Definice (v0, vn)–sledem v grafu G rozumı´me posloupnost vrchol˚u a hran
(v0, e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn),
kde vi, i = 0, 1, . . . , n jsou vrcholy grafu G a ej, j = 1, 2, . . . , n jsou hrany grafu G,
prˇicˇemzˇ kazˇda´ hrana ej ma´ koncove´ vrcholy vj−1 a vj.
”
Procha´z´ıme-li graf sledem“, mu˚zˇeme hrany i vrcholy opakovat. Pocˇa´tecˇn´ım vr-
cholem (v0, vn)–sledu je vrchol v0 a koncovy´m vrcholem je vrchol vn. Dalˇs´ı vrcholy
sledu jsou vnitrˇn´ı vrcholy. Sled je uzavrˇeny´, pokud v0 = vn, tzn. pocˇa´tecˇn´ı a koncovy´
vrchol je stejny´. Vzhledem ke skutecˇnosti, zˇe pouzˇ´ıva´me jednoduche´ grafy, nemus´ıme
uva´deˇt v za´pisu sledu hrany. De´lkou sledu oznacˇ´ıme pocˇet hran nacha´zej´ıc´ıch se ve
sledu, vcˇetneˇ zapocˇ´ıta´n´ı jejich opakova´n´ı.
2.12. Definice Tah je sled, ve ktere´m se zˇa´dne´ hrany neopakuj´ı. Tah s pocˇa´tecˇn´ım
vrcholem v0 a koncovy´m vrcholem vn nazveme (v0, vn)–tahem.
Tah je tedy zvla´sˇtn´ım prˇ´ıpadem sledu a proto jsou definice pocˇa´tecˇn´ıch, kon-
covy´ch a vntrˇn´ıch vrchol˚u analogicke´. Tote´zˇ plat´ı pro definici de´lky tah, s t´ım
rozd´ılem, zˇe se zde nevyskytuj´ı opakuj´ıc´ı se hrany. Pokud pocˇa´tecˇn´ı vrchol sply´va´ s
koncovy´m vrcholem tahu, nazveme takovy´ tah uzavrˇeny´m tahem.
2.13. Definice Cesta je sled, ve ktere´m se neopakuj´ı vrcholy. Cestu s pocˇa´tecˇn´ım
vrcholem v0 a koncovy´m vrcholem vn nazveme (v0, vn)–cestou.
Cesta je v ra´mci te´to definice cha´pana jako
”
putova´n´ı“ v grafu, drˇ´ıveˇ jsme defi-
novali cestu jako graf.
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Vsˇechny definice ilustrujeme na obr. 7. Posloupnost v1, v3, v5, v6, v3, v2, v3, v1, v7
je (v1, v7)–sled (opakuje se hrana v2v3), posloupnost v2, v5, v6, v3, v5, v7, v4, v3, v1 je
(v2v1)–tah (opakuj´ı se vrcholy v5, v3), posloupnost v2, v5, v6, v7, v4, v1, v3 je (v2, v3)–
cestou.
Obr. 7: Ilustrace sledu, tahu a cesty
2.7 Souvislost grafu
2.14. Definice Rˇekneme, zˇe vrchol v je dosazˇitelny´ z vrcholu u, jestlizˇe v grafu
existuje sled z vrcholu u do vrcholu v. Graf nazveme souvisly´, jestlizˇe pro kazˇde´
dva vrcholy u, v je vrchol v dosazˇitelny´ z vrcholu u. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ je graf
nesouvisly´.
Vzda´lenost vrcholu u od vrcholu urcˇ´ıme jako nejkratsˇ´ı cestu z vrcholu u do vr-
cholu v. Vzda´lenost budeme znacˇit jako dist(u, v) nebo distG(u, v). V prˇ´ıpadeˇ, zˇe
jsou u, v nedosazˇitelne´, tak distG(u, v) =∞.
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2.8 Stromy a kostry
2.15. Definice Strom je acyklicky´ (bez cykl˚u) souvisly´ graf.
2.16. Veˇta Strom s n vrcholy ma´ prˇesneˇ n− 1 hran.
Strom obsahuje nejmensˇ´ı pocˇet hran na dane´m pocˇtu vrchol˚u tak, aby byl
graf souvisly´. V kazˇde´m stromu je mezi kazˇdou dvojic´ı vrchol˚u pra´veˇ jedna cesta.
Odebra´n´ım jake´koliv hrany ve stromu porusˇ´ıme jeho souvislost (kazˇda´ hrana je tzv.
most). Stromy nejcˇasteˇji oznacˇujeme symbolem T z anglicke´ho tree. Prˇ´ıklad stromu
je na obr. 8.
Obr. 8: Prˇ´ıklad stromu
2.17. Definice Kostrou souvisle´ho grafu G rozumı´me takovy´ faktor grafu G, ktery´
je stromem.
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3 Dekompozice a faktorizace graf˚u
3.1. Definice Meˇjme graf H na n vrcholech. Dekompozice grafu H je mnozˇina
navza´jem hranoveˇ disjunktn´ıch podgraf˚u G1, G2, . . . , Gs grafu H takova´, zˇe kazˇda´
hrana grafu H je obsazˇena v pra´veˇ jednom podgrafu Gr, kde r ∈ {1, 2, . . . , s} (viz
obr. 10). Jestlizˇe je kazˇdy´ podgraf Gr isomorfn´ı s grafem G, pak se jedna´ o G–
dekompozici grafu H. Jestlizˇe je G souvisly´ faktor grafu H, pak G–dekompozici
nazveme G–faktorizac´ı (viz obr. 9).
Obr. 9: G–faktorizace kompletn´ıho grafu K6 housenkou (2, 3, 2)
3.1 Nutne´ podm´ınky dekompozice
Pro G–dekompozici dane´ho grafu H existuje neˇkolik zrˇejmy´ch nutny´ch podmı´nek.
Naprˇ´ıklad pocˇet hran |E(G)| mus´ı deˇlit pocˇet hran |E(H)|, nebot’ kazˇda´ hrana grafu
H patrˇ´ı pra´veˇ do jedne´ kopie grafu G. Existuje take´ nutna´ podmı´nka omezuj´ıc´ı
nejvysˇsˇ´ı stupenˇ grafu G, ovsˇem tu uvedeme azˇ v konkre´tn´ı podobeˇ pro faktorizaci
kompletn´ıch graf˚u na kostry.
3.2. Definice G–dekompozice grafu H s n vrcholy na podgrafy G0, G1, . . . , Gs je
cyklicka´, pokud existuje usporˇa´da´n´ı (x0, x1, . . . , xn−1) vrchol˚u v grafu H a pokud
existuje isomorfismus φi : G0 → Gi, pro i = 1, 2 . . . , s, takovy´, zˇe φi(xj) = xj+i pro
kazˇde´ j = 0, 1, . . . , n−1, prˇicˇemzˇ soucˇty j+i jsou bra´ny modulo n a |E(H)|/|E(G)| =
s+ 1 (viz obr. 10).
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Obr. 10: Cyklicka´ G–dekompozice grafu H, je-li G ∼= C3 a H ∼= K7
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Z definice cyklicke´ G–dekompozice plyne, zˇe jakmile najdeme vhodne´ umı´steˇn´ı
pro prvn´ı kopii grafu G v grafu H, pak ostatn´ıch s kopi´ı grafu G z´ıska´me postup-
nou rotac´ı prvn´ı kopie v grafu H. Rotac´ı grafu G s vrcholovou mnozˇinou V (G) =
{v0, v1, . . . , vn−1} o jednicˇku, rozumı´me prˇemı´steˇn´ı kazˇde´ho jeho vrcholu vi, i ∈
{0, 1, . . . , n − 1}, do vrcholu vi+1, prˇicˇemzˇ soucˇty jsou bra´ny modulo n. Je zjevne´,
zˇe zˇa´dna´ hrana grafu G nemu˚zˇe by´t totozˇna´ se svy´m prˇemı´steˇn´ım pomoc´ı rotace.
3.2 Postacˇuj´ıc´ı podm´ınky dekompozice
Zat´ım nejsou zna´my zˇa´dne´ zcela obecne´ postacˇuj´ıc´ı podmı´nky pro dekompozici, tzn.
pro graf G rozkla´daj´ıc´ı graf H, a to ani v prˇ´ıpadeˇ, zˇe je graf H kompletn´ı. Z tohoto
d˚uvodu byly postacˇuj´ıc´ı podmı´nky urcˇeny pouze pro neˇktere´ trˇ´ıdy graf˚u. Dodejme,
zˇe my se specializujeme pouze na rozklady kompletn´ıch graf˚u, tedy H ∼= Kn.
V teorii graf˚u proble´m existence G–dekompozice kompletn´ıho grafu prˇeva´d´ıme
na proble´m existence urcˇite´ho ohodnocen´ı dane´ho grafu G. Pokud chceme vysveˇtlit
dekompozici kompletn´ıch graf˚u pomoc´ı ohodnocen´ı, mus´ıme v kompletn´ıch gra-
fech zave´st na´sleduj´ıc´ı oznacˇen´ı. Jednotlive´ vrcholy kompletn´ıho grafu Kn oznacˇ´ıme
v0, v1, . . . , vn−1. De´lka hrany vivj v kompletn´ım grafu Kn je mensˇ´ı z cˇ´ısel |j − i|,
n− |j− i| (viz obr. 11). Kompletn´ı grafy s lichy´m pocˇtem vrchol˚u maj´ı vzˇdy n hran
de´lky l, pro l = 1, 2, . . . , n−1
2
. Kompletn´ı grafy se sudy´m pocˇtem vrchol˚u maj´ı vzˇdy
n hran de´lky l, pro l = 1, 2, . . . , n
2
− 1 a prˇesneˇ n
2
hran de´lky n
2
. Ohodnocen´ı graf˚u
G uzˇ´ıvana´ k dekompozic´ım jsou vlastneˇ prosta´ zobrazen´ı vrcholove´ mnozˇiny grafu
G do mnozˇiny M po sobeˇ jdouc´ıch neza´porny´ch cely´ch cˇ´ısel, prˇicˇemzˇ z ohodnocen´ı
vrchol˚u odvozujeme de´lky hran dle stanoveny´ch pravidel. Mohutnost mnozˇiny M je
vzˇdy nejvy´sˇe rovna pocˇtu vrchol˚u rozkla´dane´ho grafu, tedy grafu H.
Obr. 11: Prˇ´ıklad ohodnocen´ı vrchol˚u v K6, K8 a de´lek hran incidentn´ıch s vrcholem
v5 a v7
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Nejzna´meˇjˇs´ı takova´ ohodnocen´ı se nazy´vaj´ı ρ, β a α. Nejprve si nadefinujeme
ρ–ohodnocen´ı.
3.3. Definice Meˇjme graf G s n hranami a nejvy´sˇe 2n+1 vrcholy. Necht’ existuje
proste´ zobrazen´ı ρ : V (G) → {0, 1, . . . , 2n} takove´, zˇe mnozˇina vsˇech de´lek hran
grafu G je {1, 2, . . . , n} a de´lka l hrany ij ∈ E(G) je definova´na vztahem l(ij) =
min{|i− j|, 2n+ 1− |i− j|}. Potom graf G umozˇnˇuje ρ–ohodnocen´ı (viz obr. 12).
Obr. 12: ρ–ohodnocen´ı v C6
3.4. Veˇta Necht’ G je graf s n hranami a nejvy´sˇe 2n + 1 vrcholy. Potom existuje
cyklicka´ G–dekompozice kompletn´ıho grafu K2n+1 pra´veˇ tehdy, kdyzˇ G umozˇnˇuje ρ–
ohodnocen´ı [11].
Uveˇdomme si, K2n+1 ma´ n(2n + 1) hran s t´ım, zˇe kazˇdou hranu de´lky l ∈
{1, 2, . . . , n} obsahuje prˇesneˇ 2n + 1 kra´t. Budeme-li v neˇm rotovat graf G s ρ–
ohodnocen´ım, ktery´ ma´ kazˇdou hranu de´lky l ∈ {1, 2, . . . , n} prˇesneˇ jedenkra´t, pak
pokryjeme kazˇdou hranu K2n+1 prˇesneˇ jednou. Tedy 2n+1 kopi´ı grafu G vznikly´ch
rotac´ı
”
zp˚usob´ı“ G–dekompozici K2n+1.
Na´sleduj´ıc´ı β–ohodnocen´ı je vlastneˇ jen
”
zprˇ´ısneˇne´“ ρ–ohodnocen´ı.
3.5. Definice Meˇjme graf G s n hranami a nejvy´sˇe n+ 1 vrcholy. Necht’ existuje
proste´ zobrazen´ı β : V (G) → {0, 1, . . . , n} takove´, zˇe mnozˇina vsˇech de´lek hran
grafu G je {1, 2, . . . , n} a de´lka l hrany ij ∈ E(G) je definova´na vztahem l(ij) =
|i− j|. Potom graf G umozˇnˇuje β–ohodnocen´ı. β–ohodnocen´ı rˇ´ıka´me take´ gracio´zn´ı
ohodnocen´ı, v anglicˇtineˇ graceful labeling (viz obr. 13).
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Obr. 13: β–ohodnocen´ı v C7
3.6. Veˇta Necht’ G je graf s n hranami a nejvy´sˇe n+1 vrcholy. Umozˇnˇuje-li graf G
gracio´zn´ı ohodnocen´ı, pak existuje cyklicka´ G–dekompozice kompletn´ıho grafu K2n+1
[11].
α–ohodnocen´ı je vlastneˇ β–ohodnocen´ı s jednou prˇidanou podmı´nkou.
3.7. Definice Meˇjme graf G s n hranami a nejvy´sˇe n+ 1 vrcholy. Necht’ existuje
proste´ zobrazen´ı α : V (G)→ {0, 1, . . . , n} takove´, zˇe mnozˇina vsˇech de´lek hran grafu
G je {1, 2, . . . , n} a de´lka l hrany ij ∈ E(G) je definova´na vztahem l(ij) = |i − j|.
Nav´ıc existuje cˇ´ıslo a tak, zˇe pro kazˇdou hranu ij, i < j, plat´ı i ≤ a < j, potom graf
G umozˇnˇuje α–ohodnocen´ı. (viz obr. 14).
Jen bipartitn´ı graf mu˚zˇe mı´t α–ohodnocen´ı, nebot’ v jedne´ partiteˇ mus´ı by´t
vrcholy s cˇ´ısly nejvy´sˇe a a ve druhe´ vrcholy s cˇ´ısly, ktere´ jsou veˇtsˇ´ı nezˇ a (viz
obr. 14). Ale to, zˇe je graf bipartitn´ı, nezajiˇst’uje automaticky existenci α–ohodno-
cen´ı. Nejle´pe to charakterizuj´ı naprˇ´ıklad bipartitn´ı cykly de´lky n ≡ 2 (mod 4),
ktere´ α–ohodnocen´ı nemaj´ı (viz obr. 12).
3.8. Veˇta Necht’ G je graf s n hranami a nejvy´sˇe n+ 1 vrcholy. Umozˇnˇuje-li graf
G α–ohodnocen´ı, pak existuje G–dekompozice kompletn´ıho grafu K2kn+1, kde k je
libovolne´ prˇirozene´ cˇ´ıslo [11].
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Obr. 14: α–ohodnocen´ı cyklu C8, kde a = 3
Na obr. 15 ukazujeme, jak je mozˇne´ z C4 s α–ohodnocen´ım vytvorˇit dveˇ hranoveˇ
disjunktn´ı kopie cyklu C4, ktere´ sd´ılej´ı pra´veˇ jeden vrchol a maj´ı take´ α–ohodnocen´ı.
Nazveˇme toto sloucˇen´ı dvou kopi´ı cykl˚u grafemG. ProtozˇeGma´ α–ohodnocen´ı, mus´ı
existovat cyklicka´ G–dekompozice kompletn´ıho grafu K2kn+1 pro k = 2, n = 4, tedy
K17. Existuje-li cyklicka´ G–dekompozice K17, pak existuje take´ C4–dekompozice
K17 ∼= K2kn+1 pro k = 2 a n = 4.
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Obr. 15: α–ohodnocen´ı pro dveˇ kopie cyklu C4, sd´ılej´ıc´ı jeden vrchol
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3.3 Nutne´ podm´ınky faktorizace
Specia´ln´ım prˇ´ıpadem G–dekompozice je G–faktorizace. Nutne´ podmı´nky G–faktori-
zace jsou tud´ızˇ prˇ´ısneˇjˇs´ı nezˇ nutne´ podmı´nkyG–dekompozice. My se budeme zaby´vat
konkre´tneˇ faktorizac´ı kompletn´ıch graf˚u Kn na kostry.
Necht’ T je kostra grafu Kn, potom T je strom na n vrcholech s n − 1 hranami
a 1
2
· n · (n− 1) je pocˇet hran kompletn´ıho grafu Kn. Vid´ıme, zˇe cˇ´ıslo 12 · n · (n− 1)
je deˇlitelne´ cˇ´ıslem n− 1 pouze tehdy, kdyzˇ n je sude´. Proto T–faktorizace Kn mu˚zˇe
existovat jen, kdyzˇ je n sude´. Da´le tedy budeme uvazˇovat pouze kompletn´ı grafy
K2n.
Kompletn´ı graf K2n ma´ n(2n − 1) hran a kostra T2n ma´ 2n − 1 hran. Kazˇda´
T2n–faktorizace K2n tud´ızˇ obsahuje n faktor˚u. Prˇedstavme si, zˇe by kostra T2n meˇla
vrchol x stupneˇ vysˇsˇ´ıho nezˇ n. Pokud vrchol x ztotozˇn´ıme s neˇktery´m z vrchol˚u
v K2n, tak hrany s n´ım incidentn´ı pokryj´ı v´ıce nezˇ n hran incidentn´ıch s x. Da´le,
kazˇdy´ vrchol v T2n ma´ stupenˇ alesponˇ jedna. Proto kazˇdy´ ze zby´vaj´ıc´ıch n−1 faktor˚u
pokryje alesponˇ jednu hranu incidentn´ı s vrcholem x v K2n. Odtud, n faktory by
bylo pokryto v´ıce nezˇ 2n−1 hran incidentn´ıch s vrcholem x. Potom by ovsˇem musela
by´t pokryta neˇktera´ hrana v´ıcekra´t, nebot’ vrchol x ma´ v K2n stupenˇ 2n− 1.
Existuje-li T2n–faktorizaceK2n, pak ∆(T2n) ≤ n. Tato nutna´ podmı´nka se nazy´va´
stupnˇova´ podmı´nka.
3.4 Postacˇuj´ıc´ı podm´ınky faktorizace
Postacˇuj´ıc´ı podmı´nky faktorizace jsou zat´ım sta´le relativneˇ neprozkoumane´. Kromeˇ
trivia´ln´ı faktorizace K2n na hamiltonovske´ cesty a faktorizace na dvojhveˇzdy (dvoj-
hveˇzda vznikne tak, zˇe mezi centra´ln´ı vrcholy dvou hveˇzdK1,n−1 prˇida´me hranu) jsou
vsˇechny postacˇuj´ıc´ı podmı´nky faktorizac´ı na kostry zalozˇeny na ohodnocen´ı. Mezi
tato ohodnocen´ı patrˇ´ı ρ–symetricke´ ohodnocen´ı, smı´ˇsene´ ρ-ohodnocen´ı a prˇep´ınac´ı
ohodnocen´ı. My se budeme da´le zaby´vat pouze smı´ˇseny´m ρ–ohodnocen´ım a prˇep´ına-
c´ım ohodnocen´ım, nebot’ ρ–symetricke´ ohodnocen´ı nebudeme potrˇebovat.
3.9. Definice G–dekompozice grafuH s 2n vrcholy na G0, G1, . . . , Gs je bicyklicka´,
jestlizˇe existuje usporˇa´da´n´ı (x0, x1, . . . , xn−1, y0, y1, . . . , yn−1) vrchol˚u H a isomorfis-
mus φi : G0 → Gi, pro i = 1, 2, . . . , s, takovy´, zˇe φi(xj) = xj+i a φi(yj) = yj+i pro
kazˇde´ j = 0, 1, . . . , n− 1, kde soucˇty j + i jsou bra´ny modulo n.
Z definice plyne, zˇe 2n vrchol˚u grafu H mus´ıme rozdeˇlit do dvou stejneˇ velky´ch
mnozˇin, naprˇ. X a Y , kde |X| = |Y | = n, da´le mus´ıme vhodneˇ umı´stit prvn´ı kopii
G0 a zby´vaj´ıc´ı kopie grafu G z´ıska´me d´ıky postupne´mu ota´cˇen´ı G0 tak, zˇe vrcholy
z G0, umı´steˇne´ do X, rotujeme v ra´mci X a vrcholy z G0, umı´steˇne´ do Y , rotujeme
v ra´mci Y .
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3.5 Faktorizace kompletn´ıho bipartitn´ıho grafu
Bipartitn´ı ρ–ohodnocen´ı bylo zavedeno Froncˇkem pro dekompozici pravidelny´ch
kompletn´ıch bipartitn´ıch graf˚u.
3.10. U´mluva Hranu xy, tedy hranu mezi vrcholy x a y, budeme pro prˇ´ıpad
ohodnocen´ı vrchol˚u cˇ´ısly λ(x) a λ(y) oznacˇovat (λ(x), λ(y)). Toto bude platit da´le
vzˇdy.
3.11. Definice Necht’ G je bipartitn´ı graf s mnozˇinou vrchol˚u V (G) = X0 ∪ X1
a n hranami. Da´le necht’ je λ proste´ zobrazen´ı λ : Xi → Si, kde Si je podmnozˇinou
mnozˇiny Vi = {0i, 1i, . . . , (n − 1)i}, pro i = 0, 1. Pak je de´lka hrany (x0, y1) pro
x0 ∈ V0 a y1 ∈ V1 definova´na jako l01(x0, y1) = y − x, kde rozd´ıl y − x je bra´n
modulo n. Jestlizˇe mnozˇina vsˇech de´lek hran je rovna {0, 1, 2, . . . , n− 1}, potom je
λ bipartitn´ı ρ–ohodnocen´ı.
Existence bipartitn´ıho ρ–ohodnocen´ı zarucˇuje bicyklickou dekompozici komplet-
n´ıho grafu Kn,n, jak bylo uka´za´no v [3].
3.12. Veˇta Necht’ ma´ bipartitn´ı graf G s n hranami bipartitn´ı ρ–ohodnocen´ı. Pak
existuje bicyklicka´ dekompozice kompletn´ıho grafu Kn,n na n kopi´ı grafu G.
Tato veˇta je d˚ulezˇita´ pro ostatn´ı ohodnocen´ı, ktera´ umozˇnˇuj´ı faktorizaci kom-
pletn´ıch graf˚u na kostry.
3.6 Sm´ıˇsene´ ρ–ohodnocen´ı
Smı´ˇsene´ ρ–ohodnocen´ı, budeme nazy´vat kra´tce jen jako smı´ˇsene´ ohodnocen´ı. Bylo
uvedeno Froncˇkem v [3] jako zobecneˇn´ı ρ–symetricke´ho gracio´zn´ıho ohodnocen´ı [1],
ktere´ zde nebudeme definovat.
3.13. Definice Necht’ je graf G s V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅ a |V0| = |V1| = n.
Necht’ je λ proste´ zobrazen´ı, λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n)i}, pro i = 0, 1. Cˇista´ de´lka
hrany (xi, yi), kde xi, yi ∈ Vi, kde i ∈ {0, 1}, pro λ(xi) = pi a λ(yi) = qi je definova´na
jako
lii(xi, yi) = min{|p− q|, n− |p− q|}.
Smı´ˇsena´ de´lka hrany (x0, y1), kde x0 ∈ V0, y1 ∈ V1, pro λ(x0) = p0 a λ(y1) = q1, je
definova´na jako
l01(x0, y1) = q − p (mod n),
kde p, q ∈ {0, 1, . . . , n− 1} jsou ohodnocen´ı vrchol˚u bez index˚u. Hrany (xi, yi), kde
i = 0, 1, s cˇistou de´lkou lii jsou cˇiste´ ii–hrany a hrany (x0, y1) se smı´ˇsenou de´lkou
l01 jsou smı´ˇsene´ hrany.
3.14. Definice Necht’ G je graf se 4n + 1 hranami, V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅,
a |V0| = |V1| = 2n + 1. Necht’ λ je proste´ zobrazen´ı λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n)i}, pro
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i = 0, 1 a nakonec necht’ de´lky hran jsou pocˇ´ıta´ny dle Def. 3.13. Pak rˇekneme, zˇe G
ma´ smı´ˇsene´ ρ–ohodnocen´ı, pokud:
1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1
2. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n}.
Ma´-li mı´t kostra T smı´ˇsene´ ohodnocen´ı, pak mus´ı mı´t 4n + 2 vrchol˚u. Smı´ˇsene´
ohodnocen´ı tedy nelze pouzˇ´ıt v prˇ´ıpadeˇ, zˇe ma´ kostra 4n vrchol˚u. Mnozˇina vrchol˚u
kostry T , ktera´ ma´ smı´ˇsene´ ohodnocen´ı, je rozdeˇlena na dveˇ stejneˇ velke´ mnozˇiny
V0, V1 a cely´ graf G se pak skla´da´ ze trˇ´ı podgraf˚u, a to H0, H1 a H01, s t´ım, zˇe H0 je
indukovany´ na V0 (obsahuje n hran), H1 je indukovany´ na V1 (obsahuje n hran), H01
je bipartitn´ı graf s partitami X0 ⊆ V0 a X1 ⊆ V1. Da´le H0 sd´ıl´ı jediny´ vrchol s H01,
takte´zˇ H1 s H01. H0 a H1 splnˇuj´ı podmı´nky ρ–ohodnocen´ı, H01 splnˇuje podmı´nky
bipartitn´ıho ρ–ohodnocen´ı. Z toho lze tedy vyvodit (doka´za´no v [3]) na´sleduj´ıc´ı.
Pokud si prˇedstav´ıme, zˇe K4n+2 je rozdeˇlen na dveˇ kopie K2n+1, mezi ktery´mi jsou
hrany K2n+1,2n+1, pak hrany H0 prˇi bicyklicke´ faktorizaci pokryj´ı hrany jedne´ ko-
pie K2n+1, hrany H1 pokryj´ı hrany druhe´ kopie K2n+1 a hrany H01 pokryj´ı hrany
K2n+1,2n+1 (viz obr. 16, obr. 17).
Obr. 16: Strom T se smı´ˇseny´m ohodnocen´ım
3.15. Veˇta Necht’ je G graf s 4n + 1 hranami, ktery´ ma´ smı´ˇsene´ ρ–ohodnocen´ı.
Potom existuje bicyklicka´ dekompozice kompletn´ıho grafu K4n+2 na 2n + 1 kopi´ı
grafu G.
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Obr. 17: Bicyklicka´ T–faktorizace K10
3.7 Prˇep´ınac´ı ohodnocen´ı
V dizertacˇn´ı pra´ci Kova´rˇove´ bylo uvedeno prˇep´ınac´ı ohodnocen´ı, ktere´, na rozd´ıl od
smı´ˇsene´ho ohodnocen´ı zarucˇuje faktorizaci kompletn´ıch graf˚u i rˇa´du 0 modulo 4.
Du˚kaz v [9].
3.16. Veˇta Graf G s 4n − 1 hranami ma´ prˇep´ınac´ı smı´ˇsene´ ohodnocen´ı, jestliˇze
splnˇuje na´sleduj´ıc´ı podmı´nky:
Mnozˇina vrchol˚u V (G) = V0 ∪ V1, V0 ∩ V1 = ∅, |V0| = |V1| = 2n. Necht’ je λ proste´
zobrazen´ı λ : Vi → {0i, 1i, . . . , (2n − 1)i}, pro i = 0, 1 (de´lky hran jsou definovany
stejneˇ jako v Definici 3.13), potom:
1. {lii(xi, yi) : (xi, yi) ∈ E(G)} = {1, 2, . . . , n}, pro i = 0, 1,
2. existuje isomorfismus ϕ takovy´, zˇe G je isomorfn´ı s G′, kde V (G′) = V (G)
a E(G′) = (E(G)\{(k0, (k+n)0), (l1, (l+n)1)})∪{(k0, (l+n)1), ((k+n)0, l1)},
3. {l01(x0, y1) : (x0, y1) ∈ E(G)} = {0, 1, . . . , 2n − 1} \ {l01(k0, (l + n)1), l01((k +
n)0, l1)}.
23
3.17. Veˇta Necht’ G je graf na 4n vrcholech s 4n − 1 hranami, maj´ıc´ı prˇep´ınac´ı
smı´ˇsene´ ohodnocen´ı. Potom existuje G–dekompozice kompletn´ıho grafu K4n na 2n
isomorfn´ıch kopi´ı G.
Ukazˇme si naprˇ´ıklad prˇep´ınac´ı ohodnocen´ı housenky (2, 4, 2, 2) s pr˚umeˇrem 5,
kde ve trˇet´ım a cˇtvrte´m faktoru budou p˚uvodn´ı hrany (00, 20) a (01, 21) s cˇistou
de´lkou 2 nahrazeny hranami (00, 21) a (20, 01) se smı´ˇsenou de´lkou 2 (viz obr. 18
a 19).
Obr. 18: Prˇep´ınac´ı ohodnocen´ı housenky (2, 4, 2, 2)
Obr. 19: Bicyklicka´ faktorizace K8 na housenky (2, 4, 2, 2)
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4 Housenky s pr˚umeˇrem 6 a tˇremi vrcholy stupneˇ ale-
sponˇ 3
Jizˇ padesa´t let upouta´va´ pozornost matematik˚u proble´m dekompozice kompletn´ıho
grafu. Tento vy´zkum byl inspirova´n zna´mou Ringelovou hypote´zou z roku 1963,
ktera´ rˇ´ıka´, zˇe kazˇdy´ strom s m hranami rozkla´da´ kompletn´ı graf K2m+1. Kotzig
pote´ stanovil jesˇteˇ prˇ´ısneˇjˇs´ı hypote´zu, a to takovou, zˇe kazˇdy´ strom ma´ gracio´zn´ı
ohodnocen´ı. Tato hypote´za nen´ı dosud ani potvrzena ani vyvra´cena.
V [8] je uveden skoro u´plny´ a kvalitn´ı prˇehled vy´sledk˚u ohledneˇ gracio´zn´ıch a ρ–
ohodnocen´ı. V roce 1997 byly uvedeny Eldergillem [1] v jeho diplomove´ pra´ci nutne´
a postacˇuj´ıc´ı podmı´nky pro faktorizaci K2n na symetricke´ kostry. Eldergill zavedl
symetricke´ gracio´zn´ı ohodnocen´ı, ρ–symetricke´ gracio´zn´ı ohodnocen´ı a klasifikoval
vsˇechny stromy rˇa´du 10 (rozhodl o vsˇech stromech rˇa´du 10, zda faktorizuj´ı cˇi nefak-
torizuj´ı K10).
Dalˇs´ı krok ucˇinil Froncˇek ([2], [3]), ktery´ zavedl smı´ˇsene´ ρ–ohodnocen´ı. Dı´ky te´to
metodeˇ nasˇel sˇirsˇ´ı trˇ´ıdu stromu˚ na 4n+2 vrcholech, ktere´ faktorizuj´ıK4n+2. Prˇep´ınac´ı
ohodnocen´ı, ktere´ je postacˇuj´ıc´ı pro faktorizaci stromu˚ na 4n vrcholech, bylo uvedeno
v [7]. ρ–symetricke´ gracio´zn´ı ohodnocen´ı i prˇep´ınac´ı ohodnocen´ı vyzˇaduj´ı silny´ au-
tomorfismus faktorizuj´ıc´ıho grafu, cozˇ znacˇneˇ omezuje jejich pouzˇit´ı. Froncˇek da´le
nalezl pro kazˇdy´ pr˚umeˇr 3 ≤ d ≤ 2n − 1 kostru, ktera´ faktorizuje K4n+2. Byly
take´ klasifikova´ny vsˇechny housenky diametru 4 a 5, ktere´ musely by´t rozdeˇleny do
mnoha podtrˇ´ıd. Klasifikace vsˇech stromu˚ s nejme´neˇ cˇtyrˇmi nelistovy´mi vrcholy byla
provedena v pra´c´ıch [6], [10] a [5]. Klasifikace housenek diametru 3, 4, 5 je kompletn´ı.
Housenka H je takovy´ strom, kdy po odstraneˇn´ı list˚u dostaneme cestu de´lky
alesponˇ jedna (V neˇktere´ literaturˇe je prˇipusˇteˇna i cesta de´lky nula, tedy hveˇzda je
cha´pa´na jako housenka). Tuto cestu nazy´va´me pa´terˇ housenky. Ma´-li pa´terˇ housenky
de´lku 4, pak hovorˇ´ıme o housence s pr˚umeˇrem 6. Oznacˇme vrcholy pa´terˇe housenky
s diameterem 6 zleva doprava takto: A, a, C, b, B.
Necht’ deg(A) = d1, deg(a) = d2, deg(C) = d3, deg(b) = d4, deg(B) = d5 (di ≥ 2
pro kazˇde´ i = 1, 2, 3, 4, 5), pak pomoc´ı usporˇa´dane´ peˇtice (d1, d2, d3, d4, d5) mu˚zˇeme
jednoznacˇneˇ popsat kazˇdou housenku s pr˚umeˇrem 6. Samozrˇejmeˇ, zˇe d1 + d2 + d3 +
d4 + d5 + |V (H)| − 5 = 2(|V (H)| − 1), odtud |V (H)| = d1 + d2 + d3 + d4 + d5 − 3.
Za´pis [d1, d2, d3, d4, d5], kde di ≥ 2 pro kazˇde´ i = 1, 2, 3, 4, 5 a d1 ≥ d2 ≥ d3 ≥ d4 ≥
d5, znamena´, zˇe ma´me na mysli mnozˇinu vsˇech vza´jemneˇ neisomorfn´ıch housenek
s pr˚umeˇrem 6, jejichzˇ vrcholy pa´terˇe maj´ı stupneˇ d1, d2, d3, d4, d5. Je zrˇejme´, zˇe
housenky s pr˚umeˇrem 6 na 2n vrcholech existuj´ı azˇ pro n ≥ 4.
Housence s pr˚umeˇrem 6, ktera´ obsahuje pra´veˇ trˇi vrcholy stupneˇ alesponˇ 3,
budeme rˇ´ıkat 3–housenka. Protozˇe se budeme zaby´vat faktorizacemi kompletn´ıch
graf˚u na 3–housenky, mus´ı mı´t 3–housenky sudy´ pocˇet vrchol˚u. Tud´ızˇ mı´sto 3–
housenky rˇa´du 2n budeme da´le strucˇneˇji rˇ´ıkat pouze 3–housenky. Housenky, ktere´
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maj´ı pra´veˇ trˇi vrcholy stupneˇ alesponˇ 3 vyzˇaduj´ı n ≥ 5.
My se budeme zaby´vat 3–housenkami typu (n, n − 4, 3, 2, 2), (2, n, n − 4, 3, 2)
a (2, 2, n, n− 4, 3) a ty vyzˇaduj´ı n ≥ 7.
4.1. U´mluva Ve vsˇech obra´zc´ıch je leva´ mnozˇina vrchol˚u mnozˇina V0, prˇicˇemzˇ
vrcholy jsou oznacˇeny po rˇadeˇ 00, 10, . . . , (2k)0, a prava´ mnozˇina je mnozˇina V1,
s vrcholy oznacˇeny´mi po rˇadeˇ 01, 11, . . . , (2k)1.
4.2. U´mluva Vsˇechny na´sleduj´ıc´ı d˚ukazy jsou konstruktivn´ı. Pokud uva´d´ıme ros-
touc´ı posloupnost ohodnocen´ı vrchol˚u, kde pro jiste´ konkre´tn´ı k je prvn´ı cˇlen po-
sloupnosti veˇtsˇ´ı nezˇ posledn´ı, pak takovou posloupnost pro dane´ k povazˇujeme za
pra´zdnou. Pokud uva´d´ıme klesaj´ıc´ı posloupnost ohodnocen´ı vrchol˚u, kde pro jiste´
konkre´tn´ı k je prvn´ı cˇlen posloupnosti mensˇ´ı nezˇ posledn´ı, pak takovou posloupnost
pro dane´ k povazˇujeme za pra´zdnou.
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4.3. Veˇta 3–housenka (n, n − 4, 3, 2, 2) umozˇnˇuje smı´ˇsene´ ohodnocen´ı pro kazˇde´
liche´ n ≥ 7.
D˚ukaz Necht’ n = 2k+1, k ≥ 3. Du˚kaz rozdeˇl´ıme do dvou prˇ´ıpad˚u. Nejprve budeme
uvazˇovat k = 3, potom k ≥ 4.
• Necht’ k = 3. Potom 3–housenka H (7, 3, 3, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00–hrany
(00, 10), (00, 40), (00, 50) de´lek 1, 3, 2, smı´ˇsene´ hrany (00, 01), (00, 11), (00, 21),
(00, 41), (20, 01), (30, 61), (60, 51) de´lek 0, 1, 2, 4, 5, 3, 6 a cestu (01, 61, 31, 51) s cˇis-
ty´mi 11–hranami de´lek 1, 3, 2.
Obr. 20: Konstrukce pro k = 3
• Necht’ k ≥ 4. Potom 3−housenka H (2k+1, 2k− 3, 3, 2, 2) obsahuje cˇiste´ 00−
hrany (00, x0), kde x = 2k− 2, 2k− 3, . . . , k+2, k+1 de´lek 3, 4, 5, . . . , k− 1, k,
da´le obsahuje hrany (00, 20) a (00, (2k)0) de´lek 2 a 1.
H obsahuje smı´ˇsene´ hrany (00, y1) pro y = 0, 1, 2, . . . , k− 1, k de´lek 0, 1, 2, . . . ,
k−1, k. Da´leH obsahuje smı´ˇsene´ hrany (01, z0) pro z = 3, 4, 5, . . . , k−1, k de´lek
2k−2, 2k−3, 2k−4, . . . , k+2, k+1 a smı´ˇsene´ hrany (01, 10) a ((2k−3)1, (2k−1)0)
de´lek 2k a 2k − 1.
3−housenkaH obsahuje cestu (01, (2k−3)1, (2k)1, (2k−2)1, (2k−1)1) s cˇisty´mi
11−hranami de´lek 4, 3, 2, 1. Nakonec H obsahuje cˇiste´ hrany (01, w1), kde w =
2k − 4, 2k − 5, 2k − 6, . . . , k + 2, k + 1 de´lek 5, 6, 7, . . . , k − 1, k.
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Obr. 21: Konstrukce pro k = 4
Obr. 22: Konstrukce pro k = 7
Snadno oveˇrˇ´ıme, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 3−housenky H (2k+1, 2k−
3, 3, 2, 2) (vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k + 1, 01 ma´ stupenˇ 2k − 3, vrchol (2k − 3)1 ma´
stupenˇ 3 a vrcholy (2k)1, (2k − 2)1 jsou zbyle´ vrcholy pa´terˇe). Tud´ızˇ H ma´ smı´ˇsene´
ohodnocen´ı pro kazˇde´ k ≥ 3.

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4.4. Veˇta 3–housenka (2, n, n − 4, 3, 2) umozˇnˇuje smı´ˇsene´ ohodnocen´ı pro kazˇde´
liche´ n ≥ 7.
D˚ukaz Necht’ n = 2k + 1, k ≥ 3. Potom 3–housenka H (2, 2k + 1, 2k − 3, 3, 2)
obsahuje cˇiste´ 00–hrany 00, x0), kde x = 2k− 1, 2k− 2, 2k− 3, . . . , k+2, k+1 de´lek
2, 3, 4, . . . , k − 1, k a hranu (00, 10) de´lky 1.
H obsahuje cˇiste´ 11–hrany (01, y1), kde y = 2k−3, 2k−4, 2k−5, . . . , k+2, k+1 de´lek
3, 4, 5, . . . , k − 1, k. Da´le H obsahuje cestu (01, (2k − 2)1, (2k)1, (2k − 1)1) s cˇisty´mi
11–hranami de´lek 1, 2.
Da´le H obsahuje cestu (00, 11, 20) se smı´ˇseny´mi hranami de´lek 1, 2k. Da´le H ob-
sahuje smı´ˇsenou hranu(00, 01) de´lky 0. Pote´ H obsahuje smı´ˇsene´ hrany (00, z1),
kde z = 2, 3, 4, . . . , k − 1, k. Da´le H obsahuje smı´ˇsene´ hrany (01, w0) pro w =
3, 4, 5, . . . , k − 1, k de´lek 2k − 2, 2k − 3, 2k − 4, . . . , k + 2, k + 1. Nakonec H ob-
sahuje hranu ((2k)0, (2k − 2)1) de´lky 2k − 1.
Obr. 23: Konstrukce pro k = 3
29
Obr. 24: Konstrukce pro k = 6
Snadno oveˇrˇ´ıme, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 3–housenkyH (2, 2k+1, 2k−
3, 3, 2) (vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k + 1, vrchol 01 ma´ stupenˇ 2k − 3, vrchol (2k − 2)1
ma´ stupenˇ 3 a vrcholy 11, (2k)1 jsou zbyle´ vrcholy pa´terˇe). Tud´ızˇ H ma´ smı´ˇsene´
ohodnocen´ı pro kazˇde´ k ≥ 3.

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4.5. Veˇta 3–housenka (2, 2, n, n − 4, 3) umozˇnˇuje smı´ˇsene´ ohodnocen´ı pro kazˇde´
liche´ n ≥ 7.
D˚ukaz Necht’ n = 2k+1, k ≥ 3. Du˚kaz rozdeˇl´ıme do peˇti prˇ´ıpad˚u. Nejprve budeme
uvazˇovat k = 3, k = 4, k = 5 a nakonec k ≥ 6 pro k = 2q a k = 2q+1 (k je sude´ a k
je liche´).
• Necht’ k = 3. Potom 3–housenka H (2, 2, 7, 3, 3) obsahuje cˇiste´ 00–hrany
(00, 40), (00, 50), (00, 60) de´lek 3, 2, 1, smı´ˇsene´ hrany (00, 01), (00, 31), (00, 41),
(00, 61), (01, 20), (21, 10), (51, 30) de´lek 0, 3, 4, 6, 5, 1, 2 a cˇiste´ 11–hrany (01, 51),
(51, 11), (31, 21) de´lek 2, 3, 1.
Obr. 25: Konstrukce pro k = 3
• Necht’ k = 4. Potom 3–housenka H (2, 2, 9, 5, 3) obsahuje cˇiste´ 00–hrany
(00, 10), (00, 20), (00, 50), (00, 60) de´lek 1, 2, 4, 3, smı´ˇsene´ hrany (00, 01), (00, 11),
(00, 21), (00, 31), (00, 41), (01, 40), (01, 30), (51, 70), (71, 80) de´lek 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 a cˇiste´ 11–hrany (11, 51), (01, 61), (01, 71), (71, 81) de´lek 4, 3, 2, 1.
31
Obr. 26: Konstrukce pro k = 4
• Necht’ k = 5. Potom 3–housenka H (2, 2, 11, 7, 3) obsahuje cˇiste´ 00–hrany
(00, 10), (00, 20), (00, 60), (00, 70), (00, 80) de´lek 1, 2, 5, 4, 3, smı´ˇsene´ hrany (00, 01),
(00, 11), (00, 21), (00, 31), (00, 41), (00, 51), (01, 50), (01, 40), (01, 30), (71, 90),
(91, 100) de´lek 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 a cˇiste´ 11–hrany (01, 61), (01, 81), (01, 91),
(31, 71), (91, 101) de´lek 5, 3, 2, 4, 1.
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Obr. 27: Konstrukce pro k = 5
• Necht’ k ≥ 6 a k = 2q (k je sude´). Potom 3–housenka H (2, 2, 2k+1, 2k− 3, 3)
obsahuje cˇiste´ 00−hrany (00, x0), kde x = k+1, k+2, k+3, . . . , 3q−1, 3q, 3q+
2, 3q+3, . . . , 2k−2, 2k−1 de´lek k, k−1, k−2, . . . , q+2, q+1, q−1, q−2, . . . , 3, 2,
da´le obsahuje hrany (00, 10), (00, q0) de´lek 1, q.
H obsahuje cestu (01, (2k−1)1, (2k)1) s hranami de´lek 2, 1 a hranu (11, (k+1)1)
de´lky k a hrany (01, y1), kde y = k + 2, k + 3, k + 4, . . . , 2k − 3, 2k − 2 de´lek
k − 1, k − 2, k − 3, . . . , 4, 3.
Da´le H obsahuje smı´ˇsene´ hrany (00, z1), kde z = 0, 1, 2, . . . , k − 1, k de´lek
0, 1, 2, . . . , k− 1, k, da´le obsahuje (01, w0), kde w = 2, 3, 4, . . . , q − 2, q− 1, q +
1, q+2, . . . , k−1, k de´lek 2k−1, 2k−2, 2k−3, . . . , 3q+3, 3q+2, 3q, 3q−1, . . . , k+
2, k+1. Nakonec obsahuje hrany ((2k− 1)1, (2k)0), ((2q+1)1, (3q+1)0) de´lek
2k, 3q + 1.
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Obr. 28: Konstrukce pro k = 6
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Obr. 29: Konstrukce pro k = 8
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• Necht’ je k ≥ 7 a k = 2q+1 (k je liche´). Potom 3–housenka H (2, 2, 2k+1, 2k−
3, 3) obsahuje cˇiste´ hrany 00, x0, kde x = k+1, k+2, k+3, . . . , 3q+1, 3q+2, 3q+
4, 3q+5, . . . , 2k−2, 2k−1 de´lek k, k−1, k−2, . . . , q+2, q+1, q−1, q−2, . . . , 3, 2,
da´le obsahuje hrany (00, 10), (00, q0) de´lek 1, q.
H obsahuje cestu (01, (2k−1)1, (2k)1) s hranami de´lek 2, 1 a hranu (31, (k+2)1)
de´lky k− 1 a hrany (01, y1), kde y = k+1, k+3, k+4, . . . , 2k− 3, 2k− 2 de´lek
k, k − 2, k − 3, . . . , 4, 3.
Da´le H obsahuje smı´ˇsene´ hrany (00, z1), kde z = 0, 1, 2, . . . , k − 1, k de´lek
0, 1, 2, . . . , k− 1, k, da´le obsahuje (01, w0), kde w = 2, 3, 4, . . . , q − 2, q− 1, q +
1, q+2, . . . , k− 1, k de´lek 2k− 1, 2k− 2, 2k− 3, . . . , 3q+5, 3q+4, 3q+2, 3q+
1, . . . , k+2, k+1. Nakonec obsahuje hrany ((2q+3)1, (3q+3)0), ((2k−1)1, (2k)0)
de´lek 3q + 3, 2k.
Obr. 30: Konstrukce pro k = 7
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Obr. 31: Konstrukce pro k = 9
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Snadno oveˇrˇ´ıme, zˇe popsane´ hrany jsou skutecˇneˇ hrany 3–housenky H (2, 2, 2k +
1, 2k−3, 3) (vrchol 00 ma´ stupenˇ 2k+1, vrchol 01 ma´ stupenˇ 2k−3, vrchol (2k−1)1
ma´ stupenˇ 3, vrcholy 11 a (k + 1)1 jsou zbyle´ vrcholy pro k = 2q sude´ a vrcholy
31, (2k + 2)1 jsou zbyle´ vrcholy pa´terˇe pro k = 2q + 1 liche´). Tud´ızˇ ma´ H smı´ˇsene´
ohodnocen´ı pro kazˇde´ k ≥ 3.

4.6. Veˇta Kazˇda´ 3–housenka (n, n− 4, 3, 2, 2), (2, n, n− 4, 3, 2) a (2, 2, n, n− 4, 3)
faktorizuje kompletn´ı graf K2n pro kazˇde´ liche´ n, n ≥ 7.
D˚ukaz Prˇ´ımo vyply´va´ z Veˇt 4.3, 4.4 a 4.5 a Veˇty 3.15

38
5 Za´veˇr
V kapitole 4 jsme doka´zali, zˇe plat´ı:
5.1. Veˇta Kazˇda´ 3–housenka (n, n− 4, 3, 2, 2), (2, n, n− 4, 3, 2) a (2, 2, n, n− 4, 3)
faktorizuje kompletn´ı graf K2n pro kazˇde´ liche´ n, n ≥ 7.
C´ılem te´to pra´ce bylo nale´zt alesponˇ jednu nekonecˇnou trˇ´ıdu 3–housenek, ktere´
faktorizuj´ı kompletn´ı grafK2n. C´ıl byl splneˇn, ma´me trˇi nekonecˇne´ trˇ´ıdy 3–housenek,
ktere´ faktorizuj´ı K2n.
Nemu˚zˇeme se vsˇak zbavit dojmu, zˇe vy´sledek pra´ce je podstatneˇ uzˇsˇ´ı, nezˇ jsme
se p˚uvodneˇ domn´ıvali. Tato mensˇ´ı obecnost vy´sledku je zaprˇ´ıcˇineˇna t´ım, zˇe p˚uvodn´ı
d˚ukazy byly vy´razneˇ rozsa´hlejˇs´ı a slozˇiteˇjˇs´ı, k jejich zjednodusˇen´ı dosˇlo azˇ neˇkolik
ty´dn˚u prˇed odevzda´n´ım pra´ce.
Vsˇimneme si, zˇe vsˇechny zkoumane´ 3–housenky maj´ı vrchol stupneˇ n a 3, da´le
graf indukovany´ na vrcholech stupneˇ alesponˇ 3 je cesta de´lky 2.
Prˇirozeny´m pokracˇova´n´ım te´to pra´ce proto bude:
• vy´zkum 3–housenek s vrcholy stupneˇ n a 3, kde podgraf indukovany´ na vrcho-
lech stupneˇ alesponˇ 3 je cesta de´lky 2 ovsˇem s permutovany´mi vrcholy tak, zˇe
vzniknou 3–housenky neisomorfn´ı s housenkami uvedeny´mi v te´to pra´ci.
• vy´zkum 3–housenek s vrcholy stupneˇ n a 3, kde podgraf indukovany´ na vrcho-
lech stupneˇ alesponˇ 3 nen´ı cesta de´lky 2.
• vy´zkum 3–housenek s vrcholem stupneˇ n a dalˇs´ımi dveˇma vrcholy stupneˇ ale-
sponˇ 4.
• vy´zkum 3–housenek bez vrcholu stupneˇ n.
T´ım by byl zavrsˇen vy´zkum vsˇech 3–housenek [r, s, t, 2, 2], kde n ≥ r ≥ s ≥ t ≥ 3,
pro n liche´. V podstateˇ totozˇny´ vy´zkum by se ty´kal take´ 3–housenek rˇa´du 2n pro n
sude´.
Prˇedbeˇzˇny´m c´ılem, me´ budouc´ı diplomove´ pra´ce by meˇla by´t u´plna´ charakteri-
zace 3–housenek s vrcholy stupneˇ n a 3, tedy housenky typu [n, n− 4, 3, 2, 2] pro n
liche´.
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